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a) Ratkaise yhtälö 7 + 6 = 0.
b) Sievennä lauseke √ + 1 − − 1.
c) Millä :n arvoilla pätee
< 0?
S09/1
a) Ratkaise yhtälö − 2 − 3 = 6.
b) Ratkaise yhtälö
− = 1.
c) Osoita, että 27 − 10√2 = 5 − √2.
K09/1
a) Sievennä −
! .
b) Ratkaise epäyhtälö − 3 > − 1 + 1.
"
c) Määritä suorien + = 1 ja 3 − 2# + 3 = 0 leikkauspiste
S08/1
K08/1
S06/1
K05/1
a) = 0, = 5
b) = −
c) puolittain toiseen korotus
a) $
b) <
c) =
%
,# =
&
a) = 1, = − .
a) Ratkaise epäyhtälö 2 − 3 > 4.
b) Muodosta sen suoran yhtälö, joka kulkee pisteiden 4, −3 ja −2, 6 kautta.
c) Ratkaise , yhtälöstä * =
.
a) < .
b) 3 + 2# = 6.
c) , = .
&
'
b) Sievennä lauseke − + .
c) Suora kulkee pisteen 6, 8 kautta ja on yhdensuuntainen suoran 3 − 5# = 11 kanssa.
Muodosta suoran yhtälö.
) ') ja # =
)
') , missä * on reaaliluku. Sievennä lauseke + # .
a) Ratkaise yhtälö 7 − 6 = 0.
b) Ratkaise epäyhtälö |3 − 2| < 4.
1
c) Sievennä lauseke √ > 0.
a) Sievennä lauseke 1 + − 1 − .
'
b) Ratkaise yhtälö
=
.
'
a) Ratkaise yhtälöstä 4 + 2 = 3 − 2 + 4.
b) Missä pisteessä suora # = 3 − 4 leikkaa -akselia?
c) Sievennä lauseke
S05/1
a) Ratkaise yhtälö 2 = + 1.
%
b) Ratkaise yhtälö −
= .
K06/1
a) < − .
-√./
K07/1
b) 2√
c) >
a) Ratkaise epäyhtälö − > .
c) Olkoon =
S07/1
a) = 0, = −
− !.
Ratkaise reaalilukualueella yhtälöt
a) 2 − 1 + 3 + 1 = −,
b) + 2 =
,
c) = 256.
a) Sievennä lauseke
+
.
'
b) Ratkaise yhtälöstä − − = 0.
&
b) .
c) 3 − 5# + 22 = 0.
b) = .
c) 1.
&- /)
a) = 0, = .
b) − < < 2.
c) √.
a) 2 + 6.
b) = − .
a) = −7/6.
b) Pisteessä
c) 1 + .
&
, 0!.
a) = − .
b) = ±√5.
c) = ±√2.
a)
.
b) = 1 ± √5.
K10/2
S09/2
a) Laske integraali 46 5 + 1 7.
b) Derivoi funktio sin .
c) Minkä luvun 2-kantainen logaritmi on 5?
a) Ratkaise epäyhtälö 6 − 1 + 4 ≥ 37 + 1.
b) Ratkaise yhtälö √ + 2 = 3.
c) Ratkaise yhtälö sin
K09/2
S08/2
K08/2
S07/2
K07/2
S06/2
K06/2
S05/2
K05/2
a)5
b) sin + cos c) 32
!=
√
a) ≤ − .
b) = 7.
c) = + @4A tai = +
&
@4A, @ ∈ ℤ
.
a) Laske 46 1√ 7.
b) Ratkaise yhtälö 5 = 5 .
c) Minkä funktion integraalifunktio on cos2?
a) ,
&
b) = 0, = 3,
c) – sin 2.
a) Derivoi funktio
.
' b) Määritä kaikki funktiot, joiden derivaatta on 5 − .
c) Mille kokonaisluvulle @ pätee 5E + 5E + 5E + 5E + 5E = 5%?
b) 5 − + F.
c) @ = 24.
a) Määritä suorien 2 + # = 8, 3 + 2# = 5 leikkauspiste.
b) Ratkaise yhtälö 5%% = 125.
c) Ratkaise yhtälö |3 − 2| = 5.
a) Olkoon H = sin cos . Laske derivaatta H I 0.
b) Laske integraali 4 1 7.
c) Määritä se funktion 5 + 1 integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen 0, −2 kautta.
J
a) Laske integraali 461 + 2 7.
a) Derivoi lauseke + 15 . b) Laske integraali 4
%
c) = tai = −1.
a) 1.
&
b)
$
c) 5 + − 3.
I 1
.
c) – .
7.
a) 11, −14.
G
b) = .
b) H
I
a)
b) Määritä funktion H =
+ 1 derivaatta H 1.
c) Sievennä lauseke 5 KL − 2 .
√ a) – ' .
=
√
.
a) 2 + + 15 , b) .
a) H I =
a) Derivoi funktio H = 2√ + − 4, > 0.
b) Laske 4 + sin 27.
c) Sievennä lauseke log# − 2 log #, > 0, # > 0
b) − cos 2 + F,
c) log .
Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 4 ja 6. a) Laske hypotenuusan pituus. Ilmoita
tarkka arvo ja kaksi desimaalinen likiarvo. b) Määritä kolmion kulmat 0,01 asteen tarkkuudella.
c) Määritä kolmion ala.
a) = 2√13 ≈ 7,21,
b) 33,69° ja 56,31°
c) 12
a) Ratkaise yhtälöryhmä + # = , − # = 2.
b) Tiedetään, että sin = − ja 180° < < 270°. Määritä cos ja tan (tarkat arvot).
a) = , # = − .
√%
√
−
1
,
b) cos = −2√5, tan = .
K10/3
S09/3
K09/3
S08/3
K08/3
a) Kolmion sivujen pituudet ovat 2, 4 ja 5. Laske kolmion suurin kulma asteen kymmenesosan
tarkkuudella.
b) Määritä toisen asteen yhtälön + T + U = 0 kertoimet T ja U, kun yhtälön juuret ovat
−2 − √6 ja −2 + √6.
a) Funktion H = 5 + V5 derivaatta on H I = 2 5 + 5 − 35 . Määritä ja V.
a) = 3, V = −2.
b) .
a) Määritä vektoreiden = 2Y + 5Z ja V = Y − 2Z summavektori ja summavektorin suuntainen
yksikkövektori.
b) Kuinka monta prosenttia suurempi on neliön ympäri piirretyn ympyrän kehän pituus kuin
neliön piirin pituus? Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.
a) + V = 3Y + 3Z,
yksikkövektori Y + Z
a) Laske46 1 + sin 7.
b) Ratkaise yhtälö 4 − 5 = 2 − 3 .
a) A + 2.
b) = − tai = 0 tai = 1.
W
X
b) Laske 4
√'%
7.
-
a) Määritä derivaatta ja integraalifunktio funktiolle E , kun @ = −4, −1, 2.
'[\L b) Laske funktion H =
derivaatta pisteessä = .
']^[ S07/3
K07/3
S06/3
K06/3
S05/3
K05/3
a) 108,2°
b) T = 4, U = −2
√
b) 11,1 %
a)
b)
&
Kolmiossa _`F on aaaaab
_` = 2,2Y + 7,3Z ja aaaaab
_F = 5,9Y − 2,1Z. a) Määritä kolmanteen sivuun
aaaaab . b) Osoita, että `F on kolmion pisin sivu. c) Määritä kulman `_F suuruus
liittyvä vektori `F
pistetulon (skalaaritulon) avulla 0,1 asteen tarkkuudella.
aaaaab = 3,7Y − 9,4Z
a) `F
b) c`Fc > c_`c > c_Fc
c) ∠`_F ≈ 92,8°
a) Merivettä, jossa on 4,0 painoprosenttia suolaa, haihdutetaan altaassa, kunnes sen massa on
vähentynyt 28 %. Mikä on suolapitoisuus haihduttamisen jälkeen? Anna vastaus prosentin
kymmenesosan tarkkuudella.
b) Mikä on vuotuinen korkoprosentti, jos tilille talletettu rahamäärä kasvaa korkoa korolle 1,5kertaiseksi 10 vuodessa? Lähdeveroa ei oteta huomioon. Anna vastaus prosentin sadasosan
tarkkuudella.
a) 5,6 %.
b) 4,14 %.
Annetun ympyrän pinta-ala on _. Mikä on ympyrän ympäri piirretyn neliön ala? Entä ympyrän
sisään piirretyn neliön ala?
Ympäri piirretyn neliön ala on
Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 15 cm ja piiri 36 cm. Määritä kateettien
pituudet.
9 cm ja 12 cm.
ja sisään piirretyn
aaaaab päätepisteet ovat _ = 3, 1, ` = 7, 3, F = 1, 4 ja f = −3, −2.
Vektorien aaaaab
_` ja Ff
Laske vektorien välisen kulman suuruus 0,1 asteen tarkkuudella. Piirrä kuvio.
150,3°.
Asuinrakennuksesta saadut vuokrat ovat 12 % pienemmät kuin ylläpitokustannukset. Kuinka
monta prosenttia vuokria olisi korotettava, jotta ne tulisivat 10 % suuremmiksi kuin
ylläpitokustannukset, jotka samanaikaisesti kohoavat 4 %?
30 %.
e
-
.
&e
-
.
K10/4
Puolipallon sisallä on kuutio siten, että sen yksi sivutahko on puolipallon pohjatasolla ja
vastakkaisen sivutahkon kärkipisteet ovat pallopinnalla. Kuinka monta prosenttia kuution
tilavuus on puolipallon tilavuudesta? (kuva)
26 %
S09/4
Suorakulmaisen laatikon sivujen pituuksien suhde on 2: 3: 4. Laske sivujen pituudet millimetrin
tarkkuudella, kun laatikon tilavuus on 10 litraa.
149 mm, 224 mm, 299 mm.
K09/4
Neljännen asteen polynomilla 3 & − 8 − 18 + 7 ja sen derivaatalla on yhteinen
nollakohta. Määritä tämä nollakohta.
= −1.
S08/4
Metsäpalstan harvennushakkuusta myytiin tukkipuita. Palstan puut olivat keskimäärin 14 m
korkeita ja tyvestä halkaisijaltaan 35 cm. Latvaosa katkaistiin siten, että tukin latvanpuoleisen
pään halkaisijaksi tuli 10 cm. Määritä tukin keskimääräinen pituus, kun kasvavaa puuta voidaan
pitää suorana ympyräpohjaisena kartiona. Kuinka monta puuta palstalta kaadettiin, kun
tukkipuuta saatiin kaikkiaan 200 m3?
Tukin keskimääräinen pituus oli
10 m. Palstalta kaadettiin 456
puuta.
K08/4
Vuonna 2007 alennettiin parturimaksujen arvonlisäveroa 22 prosentista 8 prosenttiin. Jos
alennus olisi siirtynyt täysimääräisenä parturimaksuihin, kuinka monta prosenttia ne olisivat
alentuneet? Arvonlisävero ilmoitetaan prosentteina verottomasta hinnasta ja se on osa
tuotteen tai palvelun hintaa.
11,5 %.
S07/4
K07/4
Tuotteen hintaa korotettiin T prosenttia, jolloin menekki väheni. Tämän johdosta hinta
päätettiin alentaa takaisin alkuperäiseksi. Kuinka monta prosenttia korotetusta hinnasta
alennus oli?
Määritä jokin pisteiden _ = 2, 3, 6 ja ` = 4, −7, −3 kautta kulkevan suoran suuntavektori
ja muodosta suoran parametriesitys. Määritä suoran ja #-tason leikkauspiste.
Alennus oli
66h
66'h
Suuntavektori 2Y − 10Z − 9j.
Parametriesitys = 2 + 2*,
# = 3 − 10*, k = 6 − 9*.
6
Leikkauspiste
S06/4
K06/4
S05/4
K05/4
%.
,−
, 0!.
Jaa vektori Y + 7Z vektoreiden = 2Y + 3Z ja V = −7Y + 6Z suuntaisiin komponentteihin.
Y + 7Z = + V.
Kesämökin rakentaminen tuli 25% arvioitua kalliimmaksi. Rakennustarvikkeet olivat 19% ja
muut kustannukset 28% arvioitua kalliimpia. Mikä oli rakennustarvikkeiden arvioitu osuus ja
mikä lopullinen osuus kokonaiskustannuksista?
Arvioitu osuus 33,3 % ja
lopullinen 31,7 %.
Millä :n arvoilla funktio H = − + + − 3 saa vain negatiivisia arvoja?
−6 < < 2.
Olkoon l_ = 7Y + 9Z tason vektori. Määritä kaikki sellaiset vektorit l`, että kulma l_` on
suora ja vektorin _` pituus on puolet vektorin l_ pituudesta.
l` =
%
%
Y+
l` = Y +
%
Z tai
Z.
Vektoreiden ja V summa on vektori 4Y + Z ja niiden pistetulo on ⋅ V = 4. Vektori V on
yhdensuuntainen vektorin Y kanssa. Määritä vektorit ja V.
= 2Y + Z, V = 2Y
Olkoot _ = 2, 3, 1, ` = −5, 7, 2 ja F = 1, 5, 3 kolmiulotteisen avaruuden pisteitä. Laske
aaaaab
_` + aaaaab
`F + aaaaab
F_.
aaaaab
aaaaab + F_
aaaaab = 0
ab.
_` + `F
a) Ratkaise yhtälö lg lg + 30 = 3, missä lg on 10-kantainen logaritmi.
b) Tutki, onko funktio H = ln + 1 − ln , > 0, monotoninen.
a) = 20
b) on monotoninen.
S08/5
Kahdella kolmiolla on sama pinta-ala. Toisen kolmion sivujen pituudet ovat 5, 5 ja 4. Toisessa
kolmiossa on kaksi sivua, joiden pituus on 5. Miten pitkä on kolmas sivu, kun kolmiot eivät ole
yhteneviä?
Kolmannen sivun pituus on
2√21.
K08/5
CD-levyllä on viisi kappaletta, ja henkilö kuuntelee levyn päivittäin yhden viikon aikana siten,
että hän asettaa soittimen toistamaan kappaleet satunnaisessa järjestyksessä. Millä
todennäköisyydellä kappaleet tulevat ainakin kerran kuunnelluiksi siinä järjestyksessä, jossa ne
ovat levyllä?
5,69 % todennäköisyydellä.
Määritä ympyrän + # + 4 − 2# + 1 = 0 niiden tangenttien yhtälöt, jotka kulkevat
pisteen 1, 3 kautta.
# = 3 ja 12 − 5# + 3 = 0.
K10/5
S09/5
K09/5
S07/5
K07/5
S06/5
K06/5
S05/5
K05/5
Laske suorien + # = 1, + # = 6, − 3# = 1 ja − 3# = −4 väliin jäävän alueen pinta-ala.
Hopean ja kuparin seoksesta tehty esine painaa 150 g, ja sen tiheys on 10,1 kg/dm3. Kuinka
monta painoprosenttia esineessä on hopeaa ja kuinka monta kuparia, kun hopean tiheys on
10,5 kg/dm3 ja kuparin 9,0 kg/dm3?
Millä vakion arvoilla yhtälöllä sin = 5 − sin on ratkaisuja?
Puun rungon halkaisija tyvestä mitattuna kasvaa 20 vuoden aikana kolmasosan alkuperäisestä
mitastaan. Samaan aikaan puun korkeus kasvaa kuudesosan alkuperäisestä korkeudestaan.
Kuinka monta prosenttia kasvaa puun rungon tilavuus tuona aikana? Oletetaan, että runko on
kartion muotoinen.
Määritä paraabelin # = 2 + V + 3 huippu ja totea, että se kertoimen V arvosta riippumatta
sijaitsee paraabelilla # = −2 + 3.
_=
%
&
.
Hopeaa 76,2 % ja kuparia 23,8 %.
Arvoilla ≤ −2 ja ≥ 2.
Tilavuus kasvaa 107,4 %.
Huipun koordinaatit ovat
− V, − V + 3!. Sijoita
&
G
huipun - koordinaatti
lausekkeesseen −2 + 3, niin
saat #-koordinaatin.
K10/6
S09/6
K09/6
S08/6
K08/6
Kolmion kärjet ovat pisteissä −5, 3, 2, −1 ja 4, 8.
a) Laske kolmion kulmat asteen kymmenesosan tarkkuudella.
b) Laske kolmion pinta-ala yhden desimaalin tarkkuudella.
a) 58,8°, 72,8°, 48,4°
b) 35,5
Tehdas valmistaa hehkulamppuja siten, että kone A valmistaa 60 prosenttia, kone B 30
prosenttia ja kone C 10 prosenttia hehkulampuista. Koneen A viallisten hehkulamppujen määrä
on 2 prosenttia, koneen B 3 prosenttia ja koneen C 4 prosenttia.
a) Mikä on todennäköisyys, että tehtaan valmistama lamppu on viallinen?
a) 2,5 %
b) 16 %
Suorakolmion kärkipisteet ovat origossa, positiivisella -akselilla, #-akselilla ja paraabelilla
# = . Missä suhteessa paraabeli jakaa suorakulmion pinta-alan?
Suhteessa 2: 1.
Määritä parametri * siten, että vektorit = 5Y − 2Z ja V = 3Y + *Z ovat yhdensuuntaiset. Millä
parametrin arvolla vektorit ovat kohtisuorat?
Viisi kilometriä pitkän rantaa pitkin kulkevan suoran tieosuuden alkupisteessä kulkija näkee
majakan etuviistossa 65 asteen kulmassa tiehen nähden. Tieosuuden loppupisteessä hän näkee
saman majakan takaviistossa 54 asteen kulmassa tiehen nähden. Kuinka etäällä majakka on
tiestä? Mikä tien piste on lähinnä majakkaa?
K07/6
Ratkaise epäyhtälö
S06/6
Määritä funktion H = cos + sin suurin ja pienin arvo.
S05/6
K05/6
a)
S07/6
K06/6
a) Laatikossa on kaksi eriväristä palloa. Laatikosta nostetaan umpimähkään yksi pallo, pannaan
se takaisin ja nostetaan taas umpimähkään pallo. Mikä on todennäköisyys, että nostetut pallot
ovat eriväriset?
b) Mikä on vastaava todennäköisyys, jos laatikossa onkin kolme keskenään eriväristä palloa ja
samalla tavalla nostetaan kaksi palloa?
''
> 1.
Tutki, ovatko pisteet n = 4, 1, −2 ja o = 0, 2, 4 pisteiden _ = 1, 1, 1 ja ` = −1, 1, 3
määräämällä suoralla.
Suora − # − = 0, p 0, jakaa ympyrän + # = rajoittaman alueen kahteen osaan.
Määritä pienemmän alueen alan suhde suuremman alueen alaan. Ilmoita tarkka arvo ja
kolmidesimaalinen likiarvo. Piirrä kuvio, kun a) > 0, b) < 0.
Kuvion suorakulmaisessa kolmiossa on toisen kateetin
projektio hypotenuusalle yhtä pitkä kuin toinen kateetti:
_f = `F = . Määritä kolmion kulmat asteen tarkkuudella.
b)
Yhdensuuntaiset, kun * = − ja
kohtisuorat, kun * =
%
.
%
Majakka on 4,192 km tiestä.
Alkupäästä 1,955 km päässä
oleva piste on lähinnä majakkaa.
−5 < < −1 tai > 3.
Suurin arvo ja pienin −1.
%
&
Piste n on, mutta piste o ei ole.
Suhde on
-
-'
≈ 0,100.
Kulmat ovat 38°, 52°, 90°.
K10/7
S09/7
K09/7
Suorakulmion kaksi kärkeä on -akselilla ja kaksi käyrällä
4
#=
.
2 + Mitkä ovat suorakulmion sivujen pituudet, kun sen pinta-ala on suurin mahdollinen?
2√2, 1
A, B, C ja D aikoivat jakaa keskenään korillisen omenoita siten, että kukin vuorollaan ottaa aina
yhden omenan. Korissa olevien omenoiden lukumäärää ei tiedetä. A ehdottaa vedonlyöntiä: jos
jokaiselle tulee yhtä monta omenaa, A maksaa kolmelle muulle kullekin 50 euroa. Muussa
tapauksessa kukin kolmesta maksaa A:lle 25 euroa. Laske A:n saaman rahamäärän odotusarvo.
18,75 €.
Paraabelin # = pisteeseen 6 , #6 , 6 ∈]0, 1], piirretty tangentti, -akseli ja suora = 1
muodostavat kolmion. Millä arvolla 6 tämä kolmio on pinta-alaltaan suurin?
6 = .
Ratkaise yhtälön √2 − = + 2 reaalijuuret.
=
S07/7
Suoran kolmisivuisen pyramidin pohja on tasasivuinen kolmio. Pyramidin sivu särmä on 60 cm.
Miten pohjasärmän pituus on valittava, jotta pyramidin tilavuus on mahdollisimman suuri?
60√2rs ≈ 84,9rs.
K07/7
Suoran ympyräpohjaisen kartion sisään asetetaan tilavuudeltaan suurin mahdollinen suora
ympyräpohjainen lieriö, jonka akseli on kartion akselilla, pohjista toinen on kartion pohjalla ja
toisen kehä koskettaa kartion vaippaa. Kartion korkeus on 6 pituusyksikköä ja pohjan säde on r.
Määritä lieriön korkeus.
S08/7
K08/7
S06/7
K06/7
S05/7
K05/7
a) Laske paraabelien # = − 3 ja # = − + 2 + 1 leikkauspisteiden koordinaatit.
b) Laske sen rajoitetun alueen pinta-ala, joka jää paraabelien väliin.
%'√
Leikkauspisteet ovat 2, 1 ja
−1, −2. Pinta-ala on 9.
ℎ = 2.
Nelikulmion muotoisen tontin kolme peräkkäistä kulmaa ovat mittausten mukaan 70°, 125° ja
110°; näiden välisten rajalinjojen pituudet ovat (samassa järjestyksessä) 88 metriä ja 120
metriä. Kuinka suuri on tontin neljäs kulma? Mitkä ovat tontin kahden muun sivun pituudet?
Ilmoita pituudet metrin tarkkuudella.
Neljäs kulma 55°. Kahden muun
sivun pituudet ovat 226 m ja
139 m.
Etsi yhtälö ympyrälle, jonka keskipiste on suoralla # = ja joka sivuaa -akselia ja suoraa
4 + 3# − 24 = 0. Määritä kaikki tehtävän ratkaisut.
+ # − 16 − 8# + 64 = 0
ja + # − 6 − 3# + 9 = 0.
H = &
.
+ + 1
%66
Kumpi on suurempi, H vai HV, kun = 1 + 10
ja V = 1 + 2 ⋅ 10%66?
Olkoon
Luvulle A saadaan karkea likiarvo sijoittamalla ympyrän sisään a) säännöllinen kuusikulmio tai
b) säännöllinen kahdeksankulmio ja rinnastamalla tämän u) piirin pituus tai v) pinta-ala
ympyrän kehän pituuteen tai vastaavasti ympyrän alaan. Laske tällä tavoin neljä eri likiarvoa
luvulle A. Anna vastaukset tarkkoina arvoina (trigonometrisia funktioita käyttämättä) ja
kolmidesimaalisina likiarvoina.
H on suurempi.
a) u) A ≈ 3,
v) A ≈ 3√3 ≈ 2,598.
b) u) A ≈ 42 − √2 ≈ 3,061,
v) A ≈ 2√2 ≈ 2,828.
K10/8
Tietunnelin poikkileikkaus on osa alaspäin aukeavaa paraabelia. Tien leveys on 10 m, ja
tunnelin poikkileikkauksen pinta-ala on 25,0 m2. Määritä tunnelin korkeus senttimetrin
tarkkuudella.
S09/8
Ratkaise epäyhtälö
K09/8
S08/8
K08/8
S07/8
K07/8
− + + 2
> 0.
+ 2 − 3
Taso w kulkee pisteiden _ = 3, 0, 0, ` = 0, 4, 0 ja F = 1, 2, 3 kautta. Muodosta tason
yhtälö muodossa + V# + rk + 7 = 0.
Laatikossa on kaksi valkoista ja kolme mustaa palloa. Laatikosta otetaan umpimähkään kaksi
palloa. Olkoon satunnaismuuttuja x nostossa saatujen mustien pallojen lukumäärä. Laske
todennäköisyydet nx = j, j = 0, 1, 2. Määritä odotusarvoyx.
Kolmion _`F pinta-ala on 6 cm2. Sivun _` pituus on 5 cm ja sivun _F pituus 4 cm. Määritä
kolmion suurin kulma asteen kymmenesosan tarkkuudella.
Henkilön työmatkalla on kolmet liikennevalot, jotka toimivat toisistaan riippumattomasti. Ne
näyttävät henkilön kulkusuuntaan vihreätä valoa 30 %, 40 % ja 20 % ajasta. Laske
todennäköisyys, että henkilö joutuu pysähtymään valoihin enintään kerran.
Satunnaismuuttuja x saa arvoja väliltä z0, 1], ja sen tiheysfunktio on muotoa
H = + .
2
Määritä vakio . Millä todennäköisyydellä x on välillä {0, | ?
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Määritä muodossa + V# + rk = 1 sen tason yhtälö, joka kulkee pisteen 1, 1, 1 kautta ja
leikkaa #-tason pitkin suoraa − # = 2.
Yritys valmistaa pallon muotoisia kaasusäiliöitä, joiden tilavuuden on tarkoitus olla 5000 litraa.
Enintään 65 litran poikkeama jompaankumpaan suuntaan hyväksytään. Laske tavoitteena
oleva säiliön halkaisija ja virherajojen mukaiset halkaisijat. Millä todennäköisyydellä
valmistusprosessissa syntyy hyväksyttäviä säiliöitä, kun halkaisijoiden poikkeamat tavoitteesta
ovat normaalisti jakautuneita parametrein ~ = 0 cm, � = 1, 75 cm?
3,75 m
< −3 tai −1 < < 0 tai
1 < < 2.
12 + 9# + 2k − 36 = 0.
yx = 1,2.
Kolmion suurin arvo on 90,0° tai
143,1°.
21,2 %.
= 1.
Todennäköisyys on .
G
Yhtälö on − # + k = 1.
Hyväksyttäviä säiliöitä syntyy 40
% tn:llä.
Laatikossa on 2 ruskeaa, 6 mustaa ja 8 sinistä matkapuhelimen kuorta. Laatikosta otetaan
umpimähkään kaksi kuorta. Millä todennäköisyydellä kuoret ovat samanväriset?
Anna esimerkki sellaisesta jatkuvasta funktiosta H: z0, 1] → ℝ, että H saa arvon 6 jossakin
pisteessä ja 46 H 7 = 0. Saako nämä ehdot täyttävä funktio aina arvon 0 jossakin
pisteessä?
Esimerkiksi H = 6 − 12.
Saa.
6
.
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Tutki, kuinka monta juurta yhtälöllä
on välillä ] − , z.
- S09/9
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3 tan − 1 = 4
Mikä paraabelin # = 5 − piste on lähinnä origoa? Piirrä kuvio.
yksi juuri
±
, !.
√ Määritä käyrien # = sin
− ! ja # = sin yhteiset pisteet ( ∈ ℝ). Anna koordinaattien
tarkat arvot. Laske kahden peräkkäisen leikkauspisteen välisten kaarien rajoittaman alueen
pinta-ala.
= + @A, # =
ala on 2
Ympyrälevystä, jonka säde on ƒ, leikataan pois sektori, ja jäljelle jäänyt osa taivutetaan suoran
ympyräkartion vaipaksi. Määritä pois leikatun sektorin keskuskulma asteen tarkkuudella, kun
kartion tilavuus on mahdollisimman suuri.
66°.
Määritä funktion H = + √9 − , −3 ≤ ≤ 3, suurin ja pienin arvo. Piirrä funktion
kuvaaja.
Pienin arvo on −3 ja suurin arvo
3√2.
-
H =
.
ln Millä muuttujan arvoilla funktio H on määritelty? Millä väleillä funktio on kasvava ja millä
vähenevä? Mitä arvoja funktio ei saa?
Olkoon
Laske kuution avaruuslävistäjä _„ ja sivutahkon lävistäjän _F suuntien
välinen kulma 0,1 asteen tarkkuudella. Laske edelleen avaruuslävistäjän
_„ ja sivutahkon lävistäjän `f suuntien välinen kulma.
-
,@ ∈ℤ
‚ √
Määritelty, kun > 0 ja p 1.
Vähenevä, kun 0 < < 1 tai
1 < < 5 ja kasvava, kun > 5.
Ei saa arvoja väliltä z0, 5z.
Kulmat ovat 35,3° ja 90,0°.
Suoran ympyräkartion korkeus on ℎ ja pohjan säde ƒ. Kartion sisään asetetaan pallo, joka
sivuaa vaippaa ja pohjaa. Määritä pallon säde …. Määritä lim‡→ˆ …, kun ƒ on vakio, ja
lim‰→ˆ …, kun ℎ on vakio.
…=
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Käyrän # = 2 ln + 1 , 0 ≤ ≤ 5 − 1, pyörähtäessä #-akselin ympäri syntyy suppilomainen
astia. Laske sen tilavuus. Ilmoita tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo.
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Laskeva suora kulkee pisteen 3, 4 kautta siten, että sen ja koordinaattiakselien rajoittaman
kolmion ala on mahdollisimman pieni. Määritä suoran kulmakerroin ja vastaava pienin ala.
Kulmakerroin on − ja vastaava
&
pienin ala 24.
Tikkataulun säde on 20 cm, ja taulu jakautuu kymmeneen
samankeskiseen yhtä leveään renkaaseen, jotka on numeroitu
ulkoa sisäänpäin 1:stä 10:een. Gabrielin heittämät tikat
osuvat tauluun siten, että niiden etäisyys ƒ taulun
keskipisteestä noudattaa todennäköisyysjakaumaa, jonka
tiheysfunktio on
3
j‹@0 ≤ ƒ ≤ 20,
Hƒ = Š16000 400 − ƒ ,
0s‹‹ŒŒ�Y@.
Tässä ƒ on ilmaistu senttimetreinä. a) Laske todennäköisyys,
että Gabrielin heittämä tikka osuu 9:ään tai 10:een. b) Laske todennäköisyys, että Gabrielin
heittämistä viidestä tikasta ainakin kolme osuu 9:ään tai 10:een.
a) 0,296, b) 0,158.
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‡‰
. lim‡→ˆ … = ƒ.
‰'√‡ '‰ lim‰→ˆ … = ℎ.
A5 − 45 + 5 ≈ 4,76.
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Kolmio Ž on tasakylkinen kolmio, jonka kanta on ja korkeus V. Kolmio Ž on suorakulmainen
kolmio, jonka kateettien pituudet ovat ja V. Kummalla kolmiolla on pitempi piiri?
Laske käyrien # = 5 ja # = 4 − 35 väliin jäävän rajoitetun alueen pinta-ala. Anna
vastauksena tarkka arvo ja kolmidesimaalinen likiarvo.
4ln 3 − 1 ≈ 0,394.
Kun funktion 5 , ∈ z0, ], kuvaaja pyörähtää -akselin ympäri, syntyy pyörähdyskappale,
jonka tilavuus on �. Määritä � ja �ˆ = lim→ˆ �. Millä :n arvolla � = 0,99�ˆ?
Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.
� = 1 − 5 ; �ˆ = ;
= ln 10 ≈ 2,3
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Osoita, että jokaisella reaaliluvulla pätee 1 − G ≥ 1 − 8.
K08/10
Millä vakion arvoilla funktion H = 5 − | − 1| on kaikkialla kasvava?
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Suorakulmaisella kolmiolla
Käyrä # = |sin 2| ja suora # = 1 rajoittavat tasoalueen, kun ≤ ≤
&
pinta-ala.
-
-
-
Tutki funktion
H = 1 − G − 1 + 8
pienintä arvoa.
. Määritä sen alueen
Jonon E termit ovat muotoa E =
, @ = 1, 2, 3, …. Osoita, että kaikille termeille pätee
E'
E < 2 ja E' > E . Määritä raja-arvo limE→ˆ E .
E
0 ≤ ≤ 5.
_ = A − 1.
Raja-arvo on 0.
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Tiedetään, että eräässä nelilapsisessa perheessä ainakin yksi lapsista on tyttö. Mikä on tällöin
todennäköisyys, että kaikki lapset ovat tyttöjä? Jos tiedetään, että ainakin kaksi lapsista on
tyttöjä, mikä on todennäköisyys, että perheessä on kaksi poikaa? Oletetaan, että poikia ja
tyttöjä syntyy yhtä suurella todennäköisyydellä. Millaiset tulokset saadaan, jos käytetäänkin
tilastojen antamia todennäköisyyksiä: poikien syntymistodennäköisyys on T = 0,51 ja tyttöjen
* = 0,49? Sukupuolen määräytymiset oletetaan riippumattomiksi tapahtumiksi.
Todennäköisyydet kysytyssä
järjestyksessä , , 0,06183 ja
% 0,55730.
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Tulta syöksevät lohikäärmeet Draco ja Nid vartioivat solaa, ja solassa kulkeva joutuu
menemään niiden välistä. Lohikäärmeiden välinen etäisyys on 200 kyynärää. Tulisuihkun
vaikutus on suoraan verrannollinen lohikäärmeen kokoon ja kääntäen verrannollinen
lohikäärmeestä mitatun etäisyyden kolmanteen potenssiin. Draco on kaksi kertaa niin suuri
kuin Nid. Mistä kohtaa lohikäärmeiden välistä kulkijan on vaellettava, jotta hän selviäisi
mahdollisimman vähällä? Anna vastaus kyynärän tarkkuudella.
109 kyynärää Dracosta.
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1 4 7 10 13
, , , , ,…
2 3 4 5 6
@:s jäsen ja lukujonon raja-arvo. Mistä luvun @ arvosta alkaen jonon jäsenen poikkeama tästä
raja-arvosta on itseisarvoltaan pienempi kuin 0,001?
K05/10
Määritä päättymättömän lukujonon
Neljännen asteen polynomilla on paikallinen maksimi 16, kun = −1. Origossa polynomi saa
arvon 11. Polynomin kuvaajan pisteeseen 1, 11 piirretyn tangentin kulmakerroin on 0.
Muodosta yhtälöryhmä, josta polynomin kertoimet voidaan ratkaista. Ratkaise tämä laskinta
käyttämättä. Mikä on kyseinen polynomi?
E =
, limE→ˆ E = 3,
E'
@ = 5000.
E
Polynomi n = − & +
%
&
+ 5 −
%
&
%
+ 11.
= , U = tai = , U = .
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Määritä ne geometriset sarjat, joiden summa on 2 ja toinen termi on . Anna vastauksena
G
sarjan ensimmäinen termi ja sarjan suhdeluku.
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Janasta poistetaan keskimmäinen kolmannes. Jäljelle jääneistä osajanoista poistetaan jälleen
keskimmäinen kolmannes. Poistamista jatketaan loputtomiin poistamalla jokaisella askeleella
jäljellä olevista osajanoista keskimmäinen kolmannes. Mikä on poistettujen osien yhteinen
pituus verrattuna janan alkuperäiseen pituuteen?
Sama kuin alkuperäisen jana
pituus.
Määritä kaikki positiiviset kokonaisluvut @, joille
9@ + 117@ + 34
3@ + 5
on myös positiivinen kokonaisluku.
@ = 1, 4*Y21.
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&
Vektorit l_ = p 0 ja l` = V toteuttavat ehdon ⋅ = 2 ⋅ V. Osoita, että kolmio l_`
on tasakylkinen.
a) Määritä lukujen 154 ja 126 suurin yhteinen tekijä. b) Ratkaise Diofantoksen yhtälö
154 + 126# = 56.
a) ‘#*156, 126 = 14
= −16 + 9@
b) ’
# = 20 − 11@
Ympyrän keskipiste on ƒ, ƒ ja säde ƒ. Asetetaan uusi ympyrä siten, että
se sivuaa koordinaattiakseleita ja alkuperäisen ympyrän origonpuoleista
neljänneskaarta (kuva). a) Määritä tämän ympyrän säde. b)
Muodostetaan päättymätön jono ympyröitä siten, että ensimmäinen
ympyrä vastaa arvoa ƒ = 1 ja jonon seuraava ympyrä saadaan
edellisestä aina edellä kuvatulla menettelyllä. Laske ympyröiden
yhteenlaskettu pinta-ala. Anna tarkka arvo ja kolmidesimaalinen likiarvo.
a) Säde on ƒ√2 − 1 .
b) Pinta-alojen summa on
A3√2 + 4 ≈ 3,237
Olkoon H funktio, jolla on seuraavat ominaisuudet: H + # = HH# kaikilla reaaliluvuilla
ja #, H0 = 1 ja H on derivoituva muuttujan arvolla 0. Osoita erotusosamäärää käyttäen,
että H on derivoituva kaikkialla ja että H I = H I 0H. Anna esimerkki funktiosta, joka
toteuttaa nämä ehdot.
Esimerkkinä käy H = 5 .
Yhtälö 2 + # = 6 määrittää pisteen = 1 ympäristössä derivoituvan funktion # = #,
jolle pätee #1 = −2 Määritä funktion kuvaajalle pisteeseen 1, −2 asetetun tangentin
yhtälö ja laske, missä pisteessä tangentti leikkaa -akselin.
Tangentin yhtälö on # = − 3 ja
se leikkaa -akselin pisteessä
= 3.
Osoita, että yhtälöllä − 2 ln = 0 ei ole reaalijuuria.
Osoita ääriarvojen avulla.
Tutki, millä muuttujan arvoilla sarja
+
+
+
+⋯
1 + 1 + 1 + &
1+
suppenee, ja laske sen summa.
Rasian pohja on suorakulmio, jonka sivujen pituudet ovat 7 cm ja 15 cm. Rasian laidat
kallistuvat ulospäin kaikki samassa kaltevuudessa siten, että laitojen yläreunat muodostavat
suorakulmion, jonka sivujen pituudet ovat 11 cm ja 19 cm. Rasian korkeus (pystysuoraan
mitattuna) on 8 cm. Laske pinta-ala rasian vaakasuoralle poikkileikkaukselle korkeudella k
(0 ≤ k ≤ 8, k senttimetreinä). Laske myös rasian tilavuus.
G
Sarja suppenee kaikilla ∈ ℝ.
Summa on nolla, kun = 0 ja 1,
kun p 0.
_ = k + 11k + 105 ja tilavuus
&
� = 1235 cm3.
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Osoita, että muotoa T − 1 luku on jaollinen luvulla 12, kun T on alkuluku ja suurempi kuin 3.
Parilliset luonnolliset luvut voidaan esittää muodossa 2T, T = 0, 1, 2, 3, …, ja parittomat
muodossa 2T + 1, T = 0, 1, 2, 3, …. Osoita tämän perusteella, että
a) kahden parittoman luvun summa on parillinen ja
b) kahden parittoman luvun tulo on pariton.
Olkoon = 2T + 1 ja
# = 2U + 1.
a) + # = 2T + U + 1
parillinen
b) # = 22TU + T + U + 1
pariton
Määritä Newtonin menetelmällä yhtälön = + 2 juuri kahden desimaalin tarkkuudella.
Osoita, että yhtälöllä on täsmälleen yksi juuri välillä z1, ∞z.
≈ 1,52. Osoitus tutkimalla
funktion kulkua.
Määritä vakio siten, että funktiolla
= 4, raja-arvo on 28.
Osoita, että funktiolla H = − 2 on nollakohta välillä z−1, 1], ja laske sille
nelidesimaalinen likiarvo. Ratkaisusta tulee ilmetä, millä tavoin tulokseen on päädytty.
Bolzanon lauseella ja ≈
−0,7667
Osoita, että funktiolla H: z2, 5] → z25, 52], H = 2 − 21 + 60 on käänteisfunktio
• = H . Laske käänteisfunktion arvo •45 ja sen derivaatan arvo •I 45.
•45 = 3.
•I 45 = − .
Jonot E ja #E olkoot geometrisia lukujonoja. Näytä, että myös tulojono kE = E #E on
geometrinen jono. Jos geometrinen jono E suppenee ja geometrinen jono #E hajaantuu,
niin onko jono kE aina hajaantuva?
Kirjoita lukujonot muodossa
E = TE ja #E = #UE ja
tutki nyt lukujonoa kE . Ei ole
aina hajaantuva.
3 − − 12 + H =
, p −2,
+2
on raja-arvo kohdassa = −2. Mikä tämä raja-arvo on?
Laske integraalin 4 7 tarkka arvo. Laske sille myös viisidesimaalinen likiarvo
puolisuunnikassäännöllä käyttämällä neljää jakoväliä. Mikä on likiarvon suhteellinen virhe
prosentteina?
Tarkka arvo ln 3 ≈ 1,098612.
Puolisuunnikas säännöllä
1,11667. Virhe 1,64 %.
Tiedetään, että funktio H on kasvava varsin tarkoin lineaarisesti (suoraviivaisesti) välillä
z1,9995; 2,0005]. Lisäksi tiedetään funktion arvot H2 = 3,7458053 ja H2,0005 =
3,7458664. Määritä tämän perusteella likiarvo derivaatalle H I 2.
H I 2 ≈ 0,1222.
Suorat # = ja # = 2 sekä hyperbeli # = 1 rajaavat kaksiosaisen alueen. Laske sen ala.
Ilmoita tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo.
_ = 2 ln 2.
Olkoon funktio H jatkuva origossa. Määritä erotusosamäärän avulla funktion • = H
derivaatta origossa. Voidaanko tulosta soveltaa funktioon H = || + 1?
•I 0 = H0. Voidaan soveltaa.
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Funktion H kuvaajan kaarenpituus välillä z, V] on
1,225
˜
— 1 + H I 7.
Laske funktion ln kuvaajan kaaren pituus välillä z1, 2] puolisuunnikassäännöllä jakamalla väli
neljään osaväliin. Anna vastaus kolmen desimaalin tarkkuudella.
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Oletetaan, että funktion H: z0,5] → ℝ on derivoituva, H
&
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≤H
I ! = 1 ja derivaatalle pätee
≤ . Mitä voidaan päätellä funktion arvosta H3?
&
ˆ
Miten määritellään sarjan ∑ˆ
š› š @:s osasumma œE ? Mitä tarkoitetaan sarjan ∑š› š
suppenemisella? Osoita, että sarja ∑ˆ
E› œE ei suppene, jos š > 0 kaikilla Y = 1, 2, 3, ….
13
23
< H3 <
8
8
œE = ∑Eš› š ; suppenee, jos
∃ limE→ˆ œE ; koska œš > kaikilla Y, on ∑Eš› œš > @ eikä
sarja suppene.
Funktion H keskeisdifferenssillä pisteessä tarkoitetaan lauseketta
H + ℎ − H − ℎ
.
2ℎ
Laske keskeisdifferenssi, kun H = . Osoita, että jokaiselle derivoituvalle funktiolle H pätee
H + ℎ − H − ℎ
lim
= H I .
‡→6
2ℎ
Olkoot H: ℝ → ℝ ja •: ℝ → ℝ derivoituvia funktioita, joille pätee H ≤ • kaikilla . Tutki,
ovatko seuraavat väitteet oikeita vai vääriä joko osoittamalla väite oikeaksi tai esittämällä sille
vastaesimerkki (so. funktiot H ja •, joille väite ei päde):
b) 46 H* 7* ≤ 46 •* 7* kaikilla ≥ 0.
a) H I ≤ •I kaikilla ;
Osoita, että luku @ − @ on jaollinen luvulla 6, kun @ on luonnollinen luku.
Olkoon @ alkuluku sekä ja # kokonaislukuja. Osoita, että
E + # E ≡ + #E s�7@.
Ympyränkaaren päätepisteet ovat −2, 0 ja 2, 0, ja kaari kulkee pisteen 0, 1 kautta. Kun
kaari pyörähtää -akselin ympäri, syntyy pyörähdyspinta. Muodosta integraali, joka esittää
pinnan rajaaman kappaleen tilavuutta. Integraalia ei tarvitse laskea.
a) Väite väärä.
b) Väite oikea.
@ − @ = @ − 1@@ + 1.
Miksi tästä seuraa kuudella
jaollisuus?
25
3
� = A — Ÿ − − ¡ 7
4
2
Olkoon H = 5 + 1, ∈ z1, 2]. Osoita, että
1 < H < 2Z|H I | < 0,4.
Tiedetään, että tällöin yhtälö = H voidaan ratkaista numeerisesti muodostamalla yhtälön
ratkaisua kohden suppeneva jono 6 , , , , … seuraavalla tavalla: 6 ∈ z1, 2], E =
HE , kun @ = 1, 2, 3, …. Määritä tällä tavoin yhtälön ratkaisu neljän merkitsevän numeron
tarkkuudella lähtemällä arvosta6 = 1,3. Ilmoita laskemasi jonon termit.
= 1,278.
tan − √3
, =
A .
−
3
a) Laske lauseketta muokkaamatta sille laskimella likiarvo, kun = + 10E , @ = 1, 2, 3, 4, 5.
b) Määritä lim→¢ , tulkitsemalla lauseke sopivan funktion erotusosamääräksi. Mitä
a) Arvot järjestyksessä
4,0069422; 3,99998; 3,98; 0; 0.
b) Raja-arvo on 4. Laskimella
lasketut arvot eivät lähesty
funktion raja-arvoa.
Geometrisen sarjan ensimmäinen termi on + 1 ja toinen + 3. Tutki, millä muuttujan arvoilla sarja suppenee.
< −1 tai − < < .
Tarkastellaan lauseketta
1
voidaan sanoa a-kohdassa lasketuista likiarvoista?
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Tarkastellaan lukujonoa = , = , =
, ….
6
66
666
a) Määritä luvun E lauseke indeksin @ avulla lausuttuna. (2p.)
b) Osoita, että lukujono on kasvava ja että E < 1 kaikilla @ = 1, 2, 3, ….(3p.)
c) Määritä limE→ˆ E . (2p.)
d) Mikä luku on päättymätön desimaalikehitelmä 0,999…? (2p.)
$
$$
$$$
a) Osoita, että jokaiselle kolmannen asteen polynomille T pätee
1
— T 7 = zT0 + 4T1 + T2].3T. 3
6
b) Laske tämän avulla 46 + + + 1 7. 3T. c) Osoita, että kaava ei päde kaikille neljännen asteen polynomeille. 3T. Vinon pyramidin pohja on neliö, jonka sivu on . Pyramidin kahden vastakkaisen sivutahkon
kulmat pohjan kanssa ovat 30 ja 135 astetta (pyramidin sisäpuolelta mitattuina).
a) Laske pyramidin korkeus. ( 3 p. )
b) Määritä pyramidin tilavuus. ( 2 p )
c) Kahden muun sivutahkon kulmat pohjan kanssa ovat keskenään yhtä suuret. Määritä tämä
kulma asteen tarkkuudella. ( 4 p )
Olkoon H = cos − sin .
a) Laske funktion H nollakohdat välillä z0, 2A]. ( 2 p. )
b) Millä muuttujan arvoilla funktio H saa suurimman ja pienimmän arvonsa välillä z0, 2A]. ( 2
p. )
c) Laske 46 H 7. ( 2 p. )
-
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a) Osoitetaan esimerkiksi
integroimalla polynomi
T = + V + r + 7;
b)
c) ei päde polynomille &.
a) ℎ = 1 + √3;
b) � = 1 + √3;
c) 70°.
a) = ja =
&
= ,
&
c) 0,
d) 4√2.
-
≈ 0,739.
Olkoon nE = ∑Eš› š välillä −1 < < 1, @ = 1,2,3 ….
a) Perustele, miksi raja-arvo H = limE→ˆ nE on olemassa välillä −1 < < 1. Määritä
H.
b) Johda ja sievennä erotuksen nE − H itseisarvon lauseke.
c) Kuinka suuri on polynomin nE asteluvun vähintään oltava, jotta
|nE −0,5 − H−0,5| ≤ 0,01?
a) H =
− − 1
# =
−
on differentiaaliyhtälön # I − # + 4# I − 1 = 0 ratkaisu vakion kaikilla reaaliarvoilla.
Milä vakion arvoilla funktio toteuttaa alkuehdon #1 = 2?
Osoita, että funktio
1−
H = arctan + arctan
.
1+
Laske funktion derivaatta. Laske likiarvot funktion arvoille H−2 ja H2. Piirrä funktion
kuvaaja.
S05/14
Määritä niiden käyrien yhtälöt, joilla on sellainen ominaisuus, että koordinaattiakselien väliin
jäävän käyrän tangentin osa puolittuu sivuamispisteessä.
Olkoon
Etsi ratkaisut differentiaaliyhtälölle # I − # I + # = 0 derivoimalla se kerran ja ratkaisemalla
tällöin syntynyt uusi differentiaaliyhtälö. Ovatko tämän ratkaisut myös alkuperäisen
differentiaaliyhtälön ratkaisuja? Piirrä alkuperäisen yhtälön ratkaisujen kuvaajia.
%&
,
b) suurin, kun =
Osoita että funktio H: ℝ → ℝ, H = − cos , on aidosti kasvava ja että se saa kaikki
reaalilukuarvot. Päättele, että tällöin yhtälöllä H = 0 on vain yksi ratkaisu, ja määritä se
kolmen desimaalin tarkkuudella.
K06/14
K05/14
Määrittele, mitä tarkoitetaan reaaliluvun itseisarvolla. ( 1 p. )
Todista, että seuraavat epäyhtälöt ovat voimassa kaikille reaaliluvuille ja #:
a) ≤ ||
( 1 p. )
b) + # ≤ || + |#|
( 2 p. )
( 2 p. )
c) | + #| ≤ || + |#|
d) c|| − |#|c ≤ || + |#|
( 3 p. ).
d) Laske 46 |H| 7. ( 3 p. )
S07/*14
a) E = 1 − ‚
6
c) limE→ˆ E = 1
d) 0,999 … = 1
||‚£J
&
, pienin
.
b)
.
c) asteluku vähintään 6.
Derivoi # ja sijoita
differentiaaliyhtälöön. Jotta
#1 = 2, = ±√2.
H I = 0, H2 ≈ 0,785398,
H−2 ≈ −2,356194.
Käyrien yhtälöt ovat muotoa
¥
#= .
K10/*15
Funktion H: z0, ∞z→ ℝ määritellään seuraavasti:
H = 2E sin ,kun ∈ z@ − 1A, @Az,
a) Piirrä funktion kuvaaja, kun ∈ z0, 3A]. (2p.)
b) Laske 46 H 7. (2p.)
@ = 1, 2, 3, ….
S08/15
K08/*15
&
&
E
1− − ! !
c) Laske 46 H 7. (3p.)
Suoran ympyräpohjaisen katkaistun kartion korkeus on ℎ ja pohjien säteet ƒ ja ƒ , ƒ > ƒ .
a) Määritä pohjien suuntaisen leikkauksen pinta-ala k korkeudella k ∈ z0, ℎ]. (2 p.)
‡
b) Laske 46 k 7k. (2 p.)
c) Miten eo. integraali liittyy katkaistun kartion tilavuuteen? (1 p.)
d) Laske yllä esitettyä periaatetta soveltaen ƒ-säteisen pallon tilavuus käyttämällä vaakasuoria
tasoleikkauksia. (4 p.)
a) k = A {ƒ −
d) Määritä limE→ˆ 46 H 7. (2p.)
K09/*15
c)
d)
E-
S09/*15
b)
E-
‰J ‰ ‡
k |;
S06/15
K06/15
S05/15
K05/15
k+
Suljetulla välillä z0, 1]derivoituvan funktion H derivaatalle pätee H I ≥ 2 jokaisella ∈ z0, 1],
ja 46 H 7 = 1. Osoita:
a) H ≥ H0 + 2, kun ∈ z0, 1]. ( 3 p. )
b) H0 ≤ 0. ( 3 p. )
c) Funktiolla H on täsmälleen yksi nollakohta välillä z0, 1]. ( 3 p. )
Suoran ‘ yhtälö on − 2# = 0 ja suoran ‘ yhtälö 2 − # = 0. Suoralla ‘ olevan pisteen
_ = 6, 3 kohtisuora projektio suoralla ‘ on _ . Pisteen _ kohtisuora projektio suoralla ‘
on _ , tämän projektio suoralla ‘ on _ jne. Määritä päättymättömän murtoviivan
__ _ _ … pituus.
Viinipullon pohjan säde on ƒ. Suorakulmaiseen laatikkoon pakataan @ viinipulloa rinnakkain @
riviin, jolloin jokaisessa rivissä on @ pulloa. Pakkaaminen tehdään jommallakummalla
seuraavien kuvioiden esittämistä tavoista (kuvissa on @ = 4):
a) Laske, mikä on laatikoiden täyttösuhde, so. viinipullojen pohjien yhteispinta-alan suhde
tarvittavan laatikon pohjapinta-alaan kummassakin tapauksessa. Laske kummankin
täyttösuhteen numeerinen arvo kahden desimaalin tarkkuudella, kun @ = 10. (4 p.)
b) Miten täyttösuhteet käyttäytyvät, kun viinilaatikko tulee äärettömän suureksi, ts. @ → ∞? (5
p.)
K07/*15
‡
b) Aℎƒ + ƒ ƒ + ƒ ;
c) on katkaistun kartion tilavuus;
d) k = Aƒ − k ,
‰
4
— k 7k = Aƒ .
3
‰
Pituus on 9√5 ≈ 20,1246.
Vasenpuoli täyttösuhde
≈ 0,79 kaikilla @ arvoilla.
&
Oikea puoli täyttösuhde
E -
E' E√'!
.
Kun @ = 10, niin
S07/*15
‰J ‰J ‰ Origokeskinen ƒ-säteinen ympyrä leikkaa #-akselin pisteessä _ ja 1, 0-keskisen
yksikkösäteisen ympyrän pisteessä `. Pisteet _ ja ` sijaitsevat samalla puolella -akselia.
Pisteiden _ ja ` kautta kulkeva suora leikkaa -akselin pisteessä n. Määritä sen pisteen
koordinaatit, jota n lähestyy, kun ƒ → 0.
0,85.
Kun @ → ∞, niin
66-
$√'
-
√
≈
≈ 0,91.
lim¨→6 h = 4.
a) Olkoon > 0, V > 0 ja 0 < T < 2 Näytä, että TV < + V . (3 pistettä)
b) Osoita, että jos suorakulmaisella kolmiolla ja neliöllä on sama pinta-ala, niin kolmion piiri on
pidempi kuin neliön piiri. (6 pistettä)
Laske integraali 46 7 numeerisesti Simpsonin säännöllä jakamalla integroimisväli neljään
osaväliin. Totea, että tulos on tarkka. Tutki virhetermin avulla, minkä asteiset polynomit
Simpsonin sääntö integroi tarkasti.
Polynomin aste on korkeintaan
kolme.
Muodosta totuusarvotaulut lauseille (propositioille) T ⇒ U ja – ⇒ −T, ja osoita, että lause
T ⇒ U ⇔ −U ⇒ −T on tautologia.
Totuustaulu T ⇒ U löytyy
maolista. Loppu on helppoa
päättelyä.
&
Etsi jakojäännös, kun a) 2&% jaetaan luvulla 5, b) 3&% jaetaan luvulla 6.
Määritä funktion H = sin pienin positiivinen ääriarvokohta ja vastaava ääriarvo
ratkaisemalla derivaatan nollakohta Newtonin menetelmällä. Anna vastaukset viiden
desimaalin tarkkuudella. Hahmottele funktion kuvaaja välillä z0, 2A].
a) 2, b) 3
Pienin positiivinen ääriarvokohta
on k = 2,02876 ja
Hk = 1,81971.
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